
54 日本ファジィ学会誌Vol.3 No.3 pp 452~pp 463 

11111111111111111111 

連載
11111111111111111111 

ファジィ測度論入門 〔IV〕

室伏俊明＊

3. 測度論の基礎

今回は次回の準備として， ファジィでない， 通

常の測度と 積分 (Lebesgue積分）について概説す

る．限られたページ数で説明するので， 数学的に

非常に雑な議論をしているところもある． 詳しく

は一般の測度論の教科書を参照されたい．

3.1 測度とは

本節では， 測度の意味とその数学的性質につい

て， 具体 例を通して説明する．数学的定義は次節

で述ぺる．

測度とは， 集合Aに対してAの大きさを表す

数値µ(A)を対応させる関数µであり， 長さ， 面

積， 体 積， 質盤などの外延盤の数学的表現である．

ここで， 外延盪とは上にあげたような広がりに規

定される撮をいう（これに対して，速度，濃度，密

度などの内包景と呼ばれる撮もある）．

集合の要索の数も外延盤であり， 測度で測れる．

［例3.1.1] 空でない集合X に対して，

µ(A)合(Aの要索の個数）"iACX 

と定める．例えば，X= {O，◎，口，◇．△，▽}のと

き， A＝｛◎，0，口｝，B＝｛△，▽}とすると，

µ (A) =3, µ (B) =2である（図3.1.1)．このµは
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counting measureと呼ばれる測度である．

次のような場合， 重さを集合の大きさと見なす
こともできる．

図3.1.1

x

 

counting measure ; µ(A)= 3,µ (B) = 2 

［例3.1.2]X=｛石1， 石2, …， 石J(n個の石か

らなる集合）とし， AをXの部分集合とする．

µ(A)合 (Aの重さ）
= (Aに属している石の重さの合計）

とする．石iの重さを Wiとすると，

µ(A)=-� - W; 
石、eA

である（図3.1.2参照）．このµは測度である．

面積も集合の大きさといえる．

［例3.1.3] R2を2次元Euclid 空間とし． R2の部

分集合（領域）Aに対して．

µ(A) 合（領城Aの面積）

Vol.3 No.3 

x

 

図3.1.1 counting measure ; µ(A)= 3,µ (B) = 2 
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と定める． 例えば， A= (a,b] X (c,d] 

µ(A)= (b-a)・ (d-c)

である（図3.1.3) .

ならば

このµも測度である．

x
 

図3.1 .4 面積の加法性；µ(AUB) =µ(A)+µ (B) 
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図3.1.2 µ(A) =wサW3+W4

y
 

til....................... i 1................................. 

C -..................... : 

l と一
;'••••い●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

l X

。

図3.1.3 (a,b] X (c,d] 

測度の本質は．

式で書く と

その加法性にある． 加法性を数

AnB=0 ⇒µ(AUB) =µ(A) +µ(B) 

となる． 例えば， 例3.1.1では， AnB=0,
µ (A) =3, µ (B) =2,µ (AUB) =5なので，加法性

が成立している．例3.1.2のµも加法性を満たす

のは明らかだろう． 例3.1.3の面積の加法性も明

らかだろう（図3.1.4).

測度の値は非負の実数である． ここでは集合の

大きさとして日常的なふつうの「大きさ」 だけを

考えているので， 負の値をとるような「大きさ」
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 は扱わない．

空集合の測度は 0 である；µ(0) =O. これは測

度が集合の大きさを測っていることから， 当然と

言える． また， 加法性の式でA＝ のとすると，

µ(B)=µ(0)+µ(B) 

となり， µ(B) <ooならばµ(0)=0となる．

測度のもう1つの性質に連続性がある． これは，

集合の微小の変化に対して， その測度（大きさ）も

微小に変化し． 急激には変化しないということで

ある．このことは， 例3.1.3では面積の連続性と

言い換えることができる． すなわち， ある図形が

次第に大きく なり，別の図形Aに限りなく 近づい

ていく と． それにつれてその面積も図形Aの面積

に限りなく 近づいていく （図3.1.5)． 集合が小さ

く なりながら， 別の図形に近づいていく 場合も同

様である．

図3.1.5 面積の連続性

測度の連続性は， 数学的には

(CFB) An ↑ A ⇒µ(An )↑µ (A), 
(CFA) A→ A, µ (Am) < oo for some m

⇒µ(An )↓µ (A).
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と表現される． （CFB)は下からの連続性，（CFA)

は上からの連続性と呼ばれる． An t A は， A1C

A:iC… かつ A= UnA”を意味し，an ↑ a は， a1 三

佐ニ … かつ a = lim a,,を意味する． 同様にふ↓” ―•OO 

A は A1 つ A2 => ・・・ かつ A= n nAn を， an ↓ a は

a1���… かつ a = lim a”を意味する． ここで，
n →OO 

oo 

UnAn
= U An

= A1 UA2UAU…, 
”= 1 

oo 

nnAn
= n An

= A1 nA2nA3n…, n= 1 

である．

最後に counting measure を使って連続性の説

明をしよう． X= {l,2,3, …｝,µを X 上の count­

ing measure とする． まずµの下からの連続性の

例をあげる． A論｛1,2, …，叫 Vn とおく と， An

↑ X で あ り， µ(An) = n V n, µ (X) =ooな の

で， µ(An)↑µ(X) となり， 下からの連続性が成

立している． 次に， 上からの連続性(CFA)から条

件 µ(Am) < oo for some m は除けないことを示

す． B論 {n,n+l, …｝ V” とおく と，Bn i の だが

lim µ (Bn> = oo =I=O=µ（の）となっている． このと” ―•OO 

き µ(Bn)= oo V n なので(CFA)の条件は満た

されていない．

3.2 測度の数学的定義

測度を数学的に定義するには， 測度の定義域か

ら順番に定義していかなければならない．

［定義 3.2.l]X を空でない集合とする． A が X

の部分集合からなる集合体(Boolean algebra, 

field of sets)であるとは，

(s 1) 0EA, XEA, 
(s2) A,BEA ⇒ AUB, AnB, ACEA, 

を満たすことをいう． AがX の部分集合からな

る6—集合体(a-algebra, a-field)であるとは， A

が次の条件を満たす集合体であることをいう：

(s3) {An}CA⇒U nAn, n nAnEA. 

ここで，｛An}は集合の可算無限個の列 {A1 ,A2 ,Aゎ

…｝を意味する．
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A を X の部分集合からなるあるc— 集合体と

する． このとき，組(X,A)を可測空間(measurable

space)という． A の要索を可測集合(measurable

set)と呼ぶ．

(X,A)を可測空間とするとき，µが A 上の測度

(measure)であるとは， µが A から [O, oo] への

関数であって，

(m 1) µ(0) =O, 

(m 2)加法性： A,BEA, AnB=0 

⇒ µ (AUB) =µ(A)+µ (B),

(m3)下からの連続性：

{An}CA, An↑ A ⇒ µ(An)↑µ(A), 

を満たすことをいう． µがA上の測度のとき，

(X,A,µ)を測度空間(measure space)と呼ぶ．

(a-）集合体とは， 部分集合の集 まりであり， そ

の中で自由に集合演算 u, n, cができるものだと

思えばよい． もちろん， 厳密には全く の自由では

なく ， 演算に使われる部分集合の個数に制限があ

る． 集合体の場合は有限個， 6-集合体の場合は可

算無限個の部分集合の演算が自由にできるだけで

ある． 例えば， ｛0,X}やがは6—集合体である．

なお，2 xはX のぺき集合， すなわちX の部分集

合全体からなる集合である．

上述の集合体， a-集合体の定義は冗長であり，

もっと簡溜にできる(de Morgan の法則を使う）．

ここではのとX , U とn の対称性を明確にするた

め， 上の形にした．

集合体は，Boole 代数，有限加法族などとも呼ば

れる． 6-集合体は，a-代数，6-加法族， 加算加法

族， 完全加法族， Borel 集合族などともばれる．

可測とは，「大きさを測ることができる」，「測度

が定義できる」 という意味である．

注：可測空間（測度の定羮域）について

（可測空間として (X, が）だけをイメ ー ジしても

らっても何とかなるので， この注は読 まずに飛ば

してもよい）．

測度をいつでもぺき集合2 xの上に定義できれ

ば，6-集合体や可測空間などという面倒く さい概

念を持ち出す必要はない． しかし． 我々が扱いた
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い測度はいつでもべき集合上に定義できる訳では

ないので， 測度の定義城を 2 Xでなく，一般にそれ

より小さな 6—集合体Aにするのである． 例えば

例 3.1.3 の式

µ ((a,b] x (c,d]) = (b-a)・(d-c)

を満たす2 RxR上の測度は存在しない． このこと

を直観的に説明すると次のようになる． まず，

(a,b] X (c,d] の形の集合は， 上の式で測度が定め

られる． RXR の部分集合 A と B の測度が定ま

り，AnB＝のなら． 加法性よりAUBの測度が

µ(A)+µ (B)と定まる．また，AとBの測度が定ま

り，AcBでµ(A) <ooなら，加法性よりB-Aの

測度もµ(B)-µ (A)と定まる． さらに， A1,A2,…

の測度が定まり，A1 cA2 c … ならば， 連続性によ

り U nんの測度も limµ（ふ）と定まる…この

ような操作を繰り返していくと， 測度の定まった

部分集合がどんどん増えていく． しかし， あると

ころでその増加は止まってしまう． すなわち， あ

るところからは， 他の部分集合の測度を定めよう
としても， つじつまが合うようには定められなく

なるのである．無理に定めようとすると，µが加法

性や連続性を満たさなくなってしまう． そこで．

すべての部分集合に測度を定めるのは止めて， µ

が測度として成立する範囲（6-集合体 A) だけで

議論しようというわけである． これは非常に雑な

説明だが， だいたいこんな感じと思っていただい
てよいだろう．

では次に， なぜ測度の定義城をq—集合体（補集

合， 可算個の合併集合と共通集合の演算に関して

閉じている部分集合の集まり）にするのかについ
て述べよう．µを測度としてうまく定められる部

分集合の範囲をA'とすると， 上での議論から

A,BEA', AnB= 0 ⇒ AUBEA', 
A,BEA', AcB ⇒ B-AEA', 
{An}CA'ふ↑A or An↓ A ⇒ AEA' 

となるべきである． ここで， （s2)の下で， （s3)と
(s 3') {An} cA,An↑A or Ant A ⇒ AEAは同

値であることに注意されたい． また， 空集合の測

1991/8 

度は0だから， の EA'となる． しかし，

A,BEA’ ⇒ AUB,AnBEA', 
XEA' 

は導かれない． 演算n, uに関して閉じていて， 全

体集合Xを含むことの1つの理由は，測度のもと

も と 定められている部分集合の集まりP一 例

3.1.3 では(a,b] X (c,d] の形の集合の有限個の直

和（互いに索な集合の合併集合）の全体Pー は大

抵n と U に関して閉じており， さらに大抵Xn↑

Xとなるような｛ふ｝cPがあるということであ

る． もう1つの理由は， 集合演算が自由にできる

方が数学的に便利だからである（こっちの方が根

本的な理由）．どう便利かは 3.5 節の可測関数のと
、ころで例を示す．

次に測度の定義に解説を加えよう．

測度の定義には上述のものとは別の方法もある．

他の教科書などを参照されたい．

前節で (ml)µ (0) =O は (m2)の加法性から導
かれたが， ここでは測度の値として00も認めてい

る の で， 公 理 と し て (m 1) が 必 要 に な る．

µ (A) =oo 'v AEA (µ (</)）＝00に注意）なるµ

を排除するため (ml)が必要なのである．

上からの連続性 (CFA) は公理 (m1-m3) から導

かれる．

Aの要索が有限個のとき（例えばXが有限集

合のとき）は， 連続性のための条件 (s3), (m 3)は

あってもなくても同じである． また， Xが有限集

合のときは A= 2 Xとするのが普通である．

3.3 測度の例 (Lebesgue 測度と確率測度）

［例 3.2.1] Rを実数全体の集合とし， LをRの

Lebesgue可測集合の全体とする (L=2Rと思って

もよい． 前節の注を読んだ方は下の注1を参照さ

れたい）． L上の測度µで

µ ((a,b)) =µ ((a,b]) =µ ([a,b)) 
=µ ([a,b]) = b-a(3.3.1) 

（ただし， a�b)となるものがただ一つある． この
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µは Lebesgue 測度と呼ば れ る（注 2 参 照）．

Lebesgue 測度は， R の部分集合の大きさ（長さ）

を与える． 空集合の長さは o, すなわち µ(0) = 0
である． また， a�b�c とすると，

(a,b] n (b,c] = 0, 
(a,c] = (a,b] U (b,c], 
c-a= (b-a) + (c-b) 

なので， 加法性

µ ((a,c]) =µ ((a,b]) +µ ((b,c]) 

が成り立っている（図 3.3.1 参照）．
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図3.3.2 測度（長さ）の連続性

t
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I

以下，くで（または［を， ＞で ）または］を表す．

すなわち， ＜ a,b>は(a,b), [a,b], (a,b], [a,b)の

いずれでもよいとする．このとき式(3.3.1)は， 1
つの等式

µ (<a,b>) = b-a 

にまとめられる．

図3.3. 1 µ ((a,c]) =µ ((a,b]) + µ ((b,c]) 

数列{aふ {bn} を，

伽↓ a, bn ↑ b, a,,� bn 出，

なるものとする（例えば， a=O, b=3, 
bn= 3-1/n)． このとき，

A論（a,,,bn)'v n, A合(a,b)

とすると，

µ(An) = b”―伽

µ (A) = b-a, 
An↑ A 

である． an ↓ a, bn ↑ b より，

Vn. 

(bn-an)↑(b-a) 

なので， 下からの連続性

µ(An)↑ µ(A) 

が成り立っている（図 3.3.2 参照）．
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an = l/n, 

注1. Lebesgue可測集合について．

雑な言い方をすると， 半開区間(a,b] の測度µ

((a,b]）を(b-a)と定めて，µの加法性と連続性を

保ったまま 3.2 節の注の様にµの定義域を拡張し

ていったとき， これ以上拡張するとµが測度でな

くなってしまうぎりぎりのところの定義城が¢

集合体Lである．L�2Rであるが，我々が扱う集合

はたいていLebesgue可測(Lの要索）なので， ほと

んどL=2Rのつもりでいてもよい．Lebesgue可測

でない集合は， 公理的集合論の選択公理を使った

りして， かなり無理をしなければ作れないのであ

る．
Lebesgue可測集合の定義やLとぺき集合の関

係は， 以下の例 3.3.2, 3.3.3 でも同様である．

注 2.n次元Euclid空間庁において， 集合の自然な

大きさ(1 次元では長さ， 2 次元では面積， 3 次元

では体積）を与える測度をLebesgue測度という．

測度論において， 「Lebesgue積分」は一般的な積分

を指す言葉だが， 「Lebesgue測度」はR”の特定な測

度を指す言葉なので注意されたい．

Vol.3 No.3 
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［例 3.3.2] R2を 2 次元 Euclid空間， L をR2の

Lebesgue可測集合全体とする． L上の測度µで

µ (<a,b> x <c,d>) = (b-a) · (d-c) 

（ただし， a&;b, c&;d)となるものがただ 1 つあ

る． このµはR2上のLebesgue測度と呼ばれる． µは

R2の部分集合の大きさ（面積）を与える（例 3.1.3
参照）．

［例 3.3.3] R3を 3 次元 Euclid空 間， L を R3の

Lebesgue可測集合全体とする． L上の測度µで

µ (<a,b> X <c,d> X <e,f>) 
=(b-a)・(d-c)・(f-e)

（ただし， a�b, c�d, e�f)となるものがただ 1

つある（図 3.3.3). µはR3上のLebesgue測度と呼

ばれ，R3の部分集合の大きさ（体積）を与える．µの

加法性と連続性は， 面 積や長さなどと同様， 直観

的に明らかだろう．
z 

図 3.3.3

y
 

<a,b> X <c,d> X <eJ> 

［例 3.3.4] 全体集合Xの測度が1の測度Pを確

率測度という． いわゆる客楓確率（もしく は頻度確

率）が， （ml)P (0) =O と(m2)加法性を満たす

（ぺき）ことは明らかだろう．（m3)の連続性は， 大

数の強法則の導入に際して必要になる． 詳しく は

確率論の教科書を参考にされたい．

3.4 測度の数学的性質

測度の数学的性質を簡単に まとめておく ．

・単調性： A,BEA, AcB
⇒µ(A)�µ (B).

次の性質は 3.2 の注でも使った．

• A,BEA, AcB, µ (A) <oo
⇒µ(B-A) = µ(B)-µ(A).

次の性質は(m2)+(m3)と同値であり， 測度の

定義として ( m 2), ( m  3)の代りに使われることが

多い．

• er-加法性（可算加法性）

｛ふ｝ cA, A,nAk= 0 for iキk

µ ( U  nAn) = � µ (An). 
n• I 

⇒ 

次の性質は 3.1, 3.2 でも説明した．

•上からの連続性：

｛ふ｝ CA, An ↓A, µ (Am) < oo for some m
⇒ µ(An)↓µ (A).

測度についての節の最後なので， 繰り返しにな

るが，ここでもう一度強調しておきたい． 「測度の

測っているものは外延盤（広がりに規定される嚢）

であり， その本質は(m2)の加法性にある．」

3.5 Lebesgue積分の数学的定義

［定義 3.5.1] (X,A) を可測空間とする． 関数f : 
X→[ -oo, oo] が可測(measurab le)であると

は，任意の実数rに対し，｛x I / (x )  >r}EAとなる

ことをいう．

雑な言い方をすると， 関数fが可測とは， Iのグ

ラ フを横に切ったときの切り口が， どこを切って

も可測集合であることである（図 3.5.1 参照）．

注1. 3.2 節の注を読 まれなかった方は，可測関数

は
＂

可測
”

を取り去ったただの関数と思ってそれ

ほど差し支えない． 次の注 2 を読む必要もない．

注 2. 測度の定義城Aを6—集合体にする 1 つの理

由(3.2 節の注の続き）．

{x I(J+g) (x ) >r} 
= U~ [{x I t<x) >q} n {x I g(x) > r-q}J 

qEQ 
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(Qは有理数全体の集合，有理数全体は可算個であ

る）なので， fとgが可測関数でAがcー集合体なら

ば，上式の右辺はAの要索となる． 従ってこのとき

(J＋g )も可測関数である． さらに f •g. max(/. 

g). min(/.g) なども可測関数になる． このよう

に， Aが6ー集合体ならば理論内容が豊かになり，

数学的議論がスムーズに運ぶのである．

以下， 扱う関数はすべて可測とし， いちいち断

わらない．

［定羮 3.5.2] 値城が士 00を含 まない有限集合で

あるような関数を単関数（ または階段関数）（sim­

ple function) という（図 3.5.2 参照）．

y 

y=f(x) 

r ...--···--·--·--"1'"··········--····-·····：●●●●●●●●●●●…•••••…•••••,................. 
! 

I i ＇ ： 

i l 
l l X 

{ xi/(x) >r} 
図3.5 .1 関数の可測性

単関数は， 次の式で表すことができる：
” 

J(x) =�ad D、 (x)
jo 1 

(3.5.1) 

ただし， DinD戸の（註j )． 1Dは， 集合Dの定義

関数 (indicator) （特性関数 (characteristic

tion)ともいう）である：

func-

y=J(x)
” 

= � ailD,(x) 
i'=l y 

a」.....................-••••••一•••••

，
 
2

l

a
a
a

 

,
 
．．．．．．．．．．．．．．

 
99999

．
 
．

 
．．．．．．•

,999,
t,
 ．．．．
 

,＇
；

 •
..

 ，・
1・・

．

 

．
 
．

 
『

図3.5.2 単関数I のグラフ

次に定義するLebesgue積分は，全空間Xを積分

領域とする定 積分である． 不定 積分ではない． 測

度論においても不定積分という概念はあるが， こ

こでは扱わない．

［定義 3.5. 3] (X,A,µ) を測度空間とする． 可測関

数Iの測度µに関する 積分 (Lebesgue 積分）ff dµ 
は次の 3 段階で定義される．

①fこ 0 が単関数の場合．Iが (3.5.1) 式で表され

ているとき， その 積分は次式で定義される：

jfdµ 
” 

合�a,µ(D, ), i� 1 

（図 3.5.3 参照）． 上式は， 式 (3.5.l) の 1 D;(X )を

µ(D; )に證き換えたものになっている．

y
 

② 

a_••一ー•••••一•一←

③
 

X 

(3.5.2) 

Idµ＝①十②十③十④，
①=a1·µ（Di),
②=ll:i•µ(Dか

④ ③＝必·µ（以），
④=a.•µ(D4).

1

0

 

'
|4

心
△――
 

、`
9x

 
，ー・Dー

xED, 
otherwise. 

なお， 1DはID, XDなどとも書かれる．（3.5.1) 式

をわかりやすく 書く と次の様になる．

al

伍�
an
o

’

�

.
 

＝）x,‘,` ．f
 

xED1 

xE込

xEDn 
otherwise 
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)t(.q) 

如9ぶ心·

l l i I 

! i l 
: 

四）lA(a) lA(2) |
図 3.5.3 単関数f（図 3.5.2) の積分

X 

VoL3 No.3 



フ ァ ジ ィ 測度論入門 (IV〕

②f ；；；；〇 の場合． O�g�fな る すべての単関数gの

積 分Jg dµ の 上 限 と し て ff dµ を 定 め る ： （図

3 . 5 . 4 参照）

ff 吟sup{fg dµ I gは単関数， O�g�f}.

ここで． f ；；；； o. g�fは， それぞれ／（x) ；；；；0 tiが三

X, g (x) �/ (x) t/xEXを意味す る ．

y 

y=f (x) 

X 
図 3 . 5 . 4 関数f と g�f な る 単関数 g

③一般の場合．

j+ (x) 合max (/（x) ,0),

f一 (x) 合max (-:--f (x) , 0)

とおき（図 3 . 5 . 5 参照）， Jf+dµ <oo または ff―

dµ < ooのとき，

jf dµ 合jJ+dµ -J-dµ

と定め る ． ここで

(3 . 5 .3) 

f (x) =J+ (x) -f一 (x)

に注意 さ れたい． なお． ff+dµ = JJ-dµ =ooのとき

は． ffdµは定義さ れない．

途 3 ． 上の積分の定義の（3 . 5 . 2) . (3 . 5 .3) 式で無限

大 (OO )に 関す る 演算を用 い る ことがあ る (e.g..

(3 . 5 .2) 式ではµ (D;) =ooの場合もあ る）． 以下に

無限大 に 関す る 演算をまとめておく．

aを任意の実数（有限値）とす る ． 下の式では． す

べて複号同順であ る ．
a+（土OO ) ＝（ 土oo) + a=（ 士 oo) ＋ （ 土 OO )

＝ （ 土oo) • 

1991/8 

（士00 )＋（ 干 00 )＝（定義不能），

a ・ （ 士co) =（ 士oo) • a= ｛ ば00

干00

（ 士00 )・（士oo) = +oo, 

（ 土00 )・ （ 干 oo) � -oo.

a/（士oo) =O, 
-00 くa < +oo.

0・（土00 )＝（ 士oo) •O=O に注意 さ れたい．特に，

y
 

図 3 . 5 . 5 関数f と f+, f— 

a>O,
a=O,
a<O,

［定薬 3 . 5 . 4] E を可測集合とす る とき， f の E

上での積分JJ dµ は次式で定義さ れ る （図 3 . 5 . 6) .

f
L{

 

I dµ サ・ 1E dµ. 

定義3 . 5 .3 の積分は， X上での積分であ る ：

f1 dµ = L I dµ. 

61 

積分記法について注意を し て おく． ff dµ は，
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jJ (x) dµ (x) , 

jJ (x) µ (x) 

などと書いたりもする． また， 例 3 . 3 . 1 の測度空

間 依，L, µ) の場合には， JF/dµ を

i / (x) dx
E 

と書く ． さら に 積分領城 E が区間 [a, b] のとき

l
b 

f (x) 必
a 

(3 . 5 . 4) 

とも書く ．

注 4 . Riemann 積分と Lebesgue 積分の関係．

実数軸 R 上の Lebesgue 測度 に 関する 積分を

(3 . 5 . 4) のように帯いてし まうと，これ までのふつ

う の 積分 (Riemann 積分） と 区別がつかなく なる

が， これにはあ まり問題はない． 閉 区間 [a,b] 上

の 関 数I が 狭 義 Riemann 積 分 可 能 な ら ば，

Lebesgue 測度 に関して積分可能であり， そ れら

の 積分値は一致するからである． この逆はいえな

い． す な わ ち， Lebesugue 積 分 可 能 だ が は

Riemann 積分不可能な関数が存在する． 例えば，

Dirichlet 関数

lim ( lim (cosn!1EX) 呵”-OO m→OO 

がそ う である． これは． x が有理数のとき1 , 無理

数のとき 0 となる， いたるところ不連続な関数で

ある． Riemann 積分は被積分関数のこのよ う な激

しい振動に弱い (Dirichlet 関数は い たるところで

0 と 1 の間を振動している） ． これは Riemann 積

分の定義式

l
b 

f(x) 必 合 lim 幻 (c,) （かな1 )a · 
1 4 1 → 0 i O 1 

( 4は [a,b] の分割 a ＝ ぁ く4 く … <Xn = b, I LJ I

合max,�1.n (Xi-Xi-1) , c,E [xi•一 1 ,x』 ) を見ればわ

かる（図 3 . 5 . 7) ． 積分区間 [a,b] を [Xi-l 9 xJ と

。

y 
y=(f• 16 )(x) 

y=f(x) 

X ;. I 
.＇

 

c
 

/=J(x) 

.'
 

x
 

図3.5 .  7 f (c;) （ふ一Xi- 1)

これ に対して， Lebesgue 積分は被 積分関数の

値の方を分割した 積和の極限

l
b 

f(x) dx

= Hm � c; • µ ( {x I y←1 </ (“) らyA )
I t1 I → 0 i • l 

( 4 は [ - M,M] の 分 割 ー M =y。<y1 < … ＜y戸

M, - M </ (x) < M \I x  E [a, b ] ,  I LJ I 合

max曰,n (y,-y;-1) , C;E [yi-1,Y』 ) とな っ ているの

で う まく いく （図 3 . 5 . 8) ． 被積分関数のグ ラ フを

細切れにして計算するので． 区間 [xi- 1ふ］ をいく 横 に切った切り口の長さが測れれば（可測関数の

ら狭く しても追い着けない激しい振動には対処の 定義！） ． 積分できるのである．

仕様がないのである．
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こ の針金の全質蓋 w g は次式で表 さ れ る ：

y、., ．．．．

←三I
.........”..........「

図 3 . 5 . 8

{x I Y,-1 </ (x) 和y,}

C、 •µ <{x I yぃ </ (x) �y、} ）

なお， 広義 Riemann 積分 （被積分関数 ま た は積

分区間 が有 界 で な い 場 合の Riemann 積分） で は

話が変 り ， 広義 Riemann 積分は定義可能だが，

Lebesgue 積分不可能 な 関 数が存在す る ． た だ し，

と も に積分可能な ら積分値は一致す る ．

上の 注に書いた よ う に， 実数軸 (R,L,µ) で は，

Lebesgue 積分 と Riemann 積分 は ほ と ん ど 同 じ

も のであ る ． 実数軸以外の場合で も ， Lebesgue 積

分は特殊な こ と を や っ て い る わ けではない． 積分

は積分であ る ． 基本は定義 3 . 5 . 3 の①， 要 は 「掛

けて加 え る 」 なのであ る ．

3.6 積分の具体例

［例 3 . 6 .  1] 区分的 に均質な密度 を も つ針金 を 考

え る ． す な わ ち ， 針金は A1 , A2, …, A” と い う 部

分に区切 ら れ． 各部分 A心均質な線密度 d、 g/cm

を も つ と す る （図 3.6 . 1 参照） ．

II 

w = � d, · µ (A、) ．
i==l 

µ は各部分の長 さ をcmで与え る 測度であ る ．

次に こ れを も っ と 一般的 に述ぺ る ． 位置 X に お

け る 線密度がI (x) g/cmであ る よ う な針金 を 考 え

る ． 上 と 全 く 同 じ状況な ら ， f (x) = d; for xEA, 

であ る ． 一般的 に は， f (x) は ェ を含む均質な部分

が無限に小 さ く な っ た と き の密度の極限 と 考 え れ

ば よ い． こ の場合の全質載 w g も ， 積分で表 さ れ

る ：

w = ft dµ.

部分領城 E の質盈 西 g は次式で与 え ら れる ：

WE = [ I dµ.

こ の例は， 次元が増 え て も 同様に考 え る こ と がで

き る ． 2 次元の場合は， 針金が金属板に， 線密度

J (x) が面密度 (g／面） に， 測度 µ が長 さ (cm) を 与 え

る も のか ら 面積 （四） を 与 え る も の に な る ． 積分値

は質盤 (g) であ る． 区分的 に均質 な 金属板 と 不均

質 な 金属板の イ メ ー ジ を そ れ ぞ れ 図 3 . 6 . 2, 図

3 . 6 . 3 に示す．

w = jJ dµ = ,t 如 (A、)
i • l 

辛
Al

l­d
 

d.I dJ 
し→―- - l ＿ ー，― - ゴ

A ., A ., 

d.；
図 3 . 6 . 2

2
 

Y

A
 

5
 

Y

A
 

ぅ 区分的に均質な金属板

図 3 . 6 . 1 区分的に均質な針金
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• Lebesgue の収束定理 ：
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w = f dµ 

図3. 6.3 不均質な金属版

3 次元の場合には， 対象は金属塊， 被積分関数

I は体積密度 ( g／Cln3) ' 測度µは体積（田）になる．

積分値は次元に関係なく質盤 (g) である．

3 . 7  積分 の数学的性質

積分は測度によって定義されるので， 測度の拡

張になっており， 測度の性質を継承 しており， 加

法性， 連続性， 単調性をもっ．

・ 測度の拡張 ：

Jいdµ=µ (A) .  

・ 加法性 ： 「ff dµ＝ 士 00 かつ fg dµ＝ 干 00 （複

号同順）」 でないなら，

J(f＋g) dµ= ft dµ+ Jg dµ. 

・ 連続性（単調収束定理） ： In 祖O V n. fn ↑ f

⇒！砂 ↑ ft dµ.

・ 単調性 ： f ( x) �g ( x) \:;/ x EX

⇒ ft 虹 fg dµ..

積分の定義から， 斉次性をもっ．

• fa•/ dµ=a• ft 如

単調収束定理以外にも収束定理がある．

462 

\/a E R

lim In =  f, 
n →00 

・ 有界収束定理

lim ln=f,
n →O 

3 . 8  有限集合上 の測度と 積分

最後に， 全体集合Xを有限集合と し， 可測空間

( X,  2 X) での測度と積分を考えてみよう．

( X,  2 り上の測度µは， その加法性より，

と書ける． すなわち， 各点 X の測度の値µ( {x}）に

よって ， すべての部分集合Aの測度の値µ (A) が

決まる． 言い換えると， （X， 2 x) 上の測度µは， X

上の関数 w : x → [O ,oo] と一 対一の関係にあ

る． 対応関係は

である．

たので，

だきたい．

| In 1 ニg

⇒ 阻 砂 ＝ ft dµ.

| fn 1 三 M

⇒ lim 砂 ＝ ff 伽
n →⇔ 

µ(A) = � µ ( {x } )  
xEA 

µ( {x}) = w ( x) 

"i/ n, Jg dµ < oo

"i/ n, µ (X) < oo 

"i/ACX 

VxEX 

また， 積分も

ft dµ = r�Y f ( x) µ ( {x} )
xex 

＝
エ笞

i w ( x) ·f ( x)

と， f ( x) の荷重和と して書き表せる．

したがってXが有限集合の場合， 測度は 2 X上

の集合関数µと して表現する必要はなく，X上の

関数 w と して表現すれば十分である． 結局， 測度

の集合関数と しての数学的意義は． Xが無限集合

の場合にあると言える． （これに対 して， フ ァ ジ ィ

測度は加法性がない．ので， Xが有限集合の場合に

も意味のある概念である． 詳 し くは次回 に述ペ

る．）

今回は， フ ァ ジ ィ でない， 通常の測度と積分に
ついて概説 した． 数学的に厳密な議論は しなかっ

詳細は測度論の教科書を参考に していた
測度論の教科書は非常に多 い． 例えば，

Vol.3 No.a 
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次の よ う な も のがあ る ．

[a] P.R. Halmos, Measure Theory, Van Nostrand,

1950 (Springer, 197 4) .
[b] 梅垣． 大矢． 塚田， 測度 ・ 積分 ・ 確率， 共立出

版， 1987 .
[c] 伊藤消三． ルペー グ積分入門， 裳杏房， 1963.
[d] 鶴見茂， 測度 と積分， 培風館， 1965.

[a] は世界的に有名 な教科帯であ る ． し か し， ［a] も

含めて 多 く の教科書は， 初学者が読む と 枝葉が多す ぎ

て 幹が見 え な く な る おそ れがあ る ． そ の点， ［b] はほ

と ん ど幹だけの本であ り ， 基礎 を 一通 り 学びたい方に

は適 し て い る と 思 う ．

測度， 積分の意味に関 し て は， 次の文献が参考 に な

る と 思 う ． 例 3 . 6 . 1 （針金） と Riemann 積分 と Lebes­

gue 積分の比較の部分は [f] を 参考 に さ せ て い ただい

た．

[e]小島 順， 現実の中で積分を ， 数学セ ミ ナー

年， 11 月 号， 70-79 .
[f] 森 毅， 積分のすぺて ， in: 森 毅， 数学プ レ イ ・

マ ッ プ， 日 本評論社 (1983) 35-67, （初出， 数学セ

ミ ナー 1970 年 11 月 号） ．

[g] 森 毅， 測度 と はな にか， in: 森 毅， 数学プ レ イ ・

マ ッ プ， 13 本評論社 (1983) 69-99 , （初出， 数学セ

ミ ナ ー 1966 年 11 月 号） ．

[h] 銀林 浩， 瓶の世界 ： 構造主義的分析，

房， 1975 .

1986 

む ぎ書

次回 は今回のぺた測度論に沿っ て ， フ ァ ジ ィ 測度 と

その積分であ る Choquet 積分を 解説す る＿

［問い合わせ先］
〒 227 横浜市緑区長津田町 4259

東京工業大学 大学院 総合理工学研究科
シ ス テ ム科学専攻
室伏 俊明
圃 ： 045-922-1111 （内線） 2641 , 2645
園 ： 045-921-1485 （専攻事務室）
e-mail murofusi@sys.titech.ac.jp
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