
11111111111111 
連載
11111111111111 

5. 

ファジィ測度論入門
室伏俊明＊

ファジィ測度とChOCIUet積分の表親

今回も前回と同様に， 比例尺度としてのファジ

ィ測度と Choquet 積分を扱う． 内容は，ファジィ

測度µを通常の加法的な測度 m を使って表すこ

と と，µに 関 す る Choquet 積 分 を m に関す る

Lebesgue 積分で表すことである． 今回の内容に

関する詳細は， 文献 [1,2] を参考にされたい．

5.1. フアジィ測度の表現

数学的定義

まず， 表現に必要な道具を定義する．

［定義 5.1. 1] (X,A)と(8,S)を可測空間とする

とき， 次の 3 条件を満足する写像 H:A → S を

（部分集合に関する）表現写像ど呼ぶ．

(H 1) H （の）＝の

(H 2) H(X) =@ 

(H 3) AcB⇒H(A)cH(B) 

また， 3つ組(@, S,H)を(X,A)の枠と呼ぶ．

次の命題は明らかである．

［命題 5.1.2] (X,A) を可測空間，（e, S,m)を測

度空間， H:A → S を表現写像とするとき，

µ(A)合m(H (A)) "r/ AEA (1) 
で定まる µ:A → [O, oo］は， ファジィ測度であ

る．
＿ 
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上の命題に基づき，

ように定義する．

t

菅野道夫＊

ファジィ測度の表現を次の

［定義 5.1.3] (X,A,µ) をファジィ測度空間とす

るとき， 4つ組(e, S,m,H)が(X,A,µ)（もしくは

単にµ)の表現であるとは， （e, S,m)が測度空間，

H:A → S が表現写像であり，

µ(A)=m(H(A)) \;/AEA 

となっていることをいう（図 5.1).

ファジィ測度の表現という概念は， Hohle·[3] に

よって導入された． 上の定義は， 彼の定義の一般

化になっている．

表現の具体例

では， 前回の作業員と古本の例を使って， 表現

の説明をしよう．

［例 5. 1. 4] （作業員） ［1]. ある 1 種類の製品だけ

を作っている作業所があり， そこで働いている作

業員全員の集合を X とする．作業員の任意のグル

µ
 

A 

＼ 
図5.1

、[O, oo]

ファジィ測度の表現
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ープ A(cX) について，A のメンバーが最も効率

のよいやり方で働いたとき， Aが単位時間 (1時

間）に作る製品の個数をµ(A)とする． このµは

A= が上のファジィ測度であった．以下では簡単

のため，X= ｛ふ，叫とする．

µが一般に加法的でないのは，前回説明したよ

うに，作業員X1と石の間に「効果的な協力」と「作

業のかち合い」 があるためである． このことから，

生産効率を表すµは次のように分解できる．

µ(｛叫）＝加＋m1

µ(｛叫）＝叫＋加
µ(｛ふ必｝）＝加＋mげ加＋加

m(E) = I! mi 
8,EE 

l‘

�

ただし，m溢0であり，加はX1と石の間の作業の

かち合いに対応する生産効率，加はふの生産効率

からかち合いの生産効率を除いたもの，m2も m1

と同様に石の生産効率からかち合いの生産効率

を除いたもの，mはふと石の間の効果的な協力に

対応する生産効率である．

上のことをファジィ測度の表現として数学的に

表してみよう． e＝｛ O。, 019 {)m {)�}, 8=2 6 ,

VEES, 

(2) 

H:A→Sを

H（の）＝の，
H ({x1})＝｛()。9 ()1}'

H ( ｛叫）＝｛ o。,あ｝，

H(X)=fJ 

と定めると，（e, S,m,H)はµの表現となってい

る（図 5.2 参照）．

［例5.1. 5]（古本） ［1]. 上下 2巻からなる古本が

ある． 上巻を y1，下巻を Y2で表し，Y = {y1 ,'Y2}と

する． ある古本屋がこの本を

上巻 1 冊につき V({y1 }) 円，

下巻 1 冊につきV({y2}) 円，

上下 1 組につき v(Y) 円
で買い取る． 上下巻揃いの方が価値が高いので，

V (Y) > V ({y1 }) + V ({y2}) 

である． v(©) =O とおくと，v は B=2 y上のフ

アジィ測度になる．
さて今度は，

v ({Y1}) = m1 

V ({y2}) = 1'fh.

V ({y辺’2}) =mサ加＋加

と表すのが自然だろう． m1は上巻 1 冊の価値，

mは下巻 1 冊の価値，mは上下が揃っているこ

との価値と解釈できる．
ここで，e＝｛ a, 029 0ふ

m(E) = � mio、EE

H:B→ S を

H(0)=0, 

H( ｛叫）＝像｝，

H ({y2}) = {8:ふ
H(Y) =B 

と定めれば，（e, S,m,H)は v の表現となる（図

5.3 参照）．

s=2° , 

VEES, 

図5.2
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表現の解釈

ファジィ測度の表現は， 一般に次のように解釈

することができるだろう． （e, S,m,H)をファジ

ィ測度空間(X,A,µ)の表現とする． このときeは，

µの測っている属性に関して集合Xのもつ因子

の集合とみなせる． 因子は， 特徴あるいは様相

(modality でなく aspect)と呼んでもよい． 作業

員の例では，0。 iまふと石のかち合いの因子，aは石
とはかち合わないふ独自の因子， 02はふとはかち

合わない石独自の因子， 03はX1 と石の協力の因子

である．

H は， AEA に A がもつ因子全体 H(A)を対

応させる写像である． 定義 5.1.1 の条件(H 1-3) 

を， 因子に関して言い換えるとそれぞれ次の様に

なる．

(F 1) 空集合は因子をもたない．

(F2) 全体集合 X はすべての因子をもっ．

(F 3) AcB ならば，B は A のもつ因子をすぺて

もっ．

これらの因子の強さを測っているのがmであ

る．因子間には相互作用はないので＿�そのため

にX内での複雑な相互作用を因子に分解してe

を構成した 一―, mは加法的な測度である． そし

て， AcX の測度 µ(A)は， A のもつ因子全体 H

(A)の測度 m(H(A)）として与えられる．

Xは見かけの世界， eは実質の世界 （測ってい

る属性の世界）ともいえる．もし実質が見かけ通り

なら， すなわち

H(AUB) = H(A) UH(B) 

H(AnB) = H(A) nH(B) 

厳密には，

H (LJ:=l An) = LJ:=1 H (An) v'{An} CA, 

H(n:=l An) = n:=l H （ふ） V{An}CA,

ならば， µ = m0H は加法的な測度になる． しか

し， 一般に見かけと実質は違う． A と B が見かけ

上共通部分をもたなくても，測っている属性にお

いて共通部分をもつこともある． すなわち， An

B＝のでも H(A)nH(B)キののこともある． ま

た， A と B が合わさることで，新たな様相が生れ

ることもある． すなわち， H(A)UH(B) �H(A 

\;/ A,BEA, 

\;/ A,BEA, 

UB)のこともある． これらのことのために， 属性

の世界の加法的なmが， 見かけの世界での非加

法的なµとなって表れるのである．

表現の存在

［命題5. 1. 6] 任意のファジィ測度は， 表現をも

っ．

証明 (X,A,µ)をファジィ測度空間とするとき，0

を実数開区間(0,µ(X)), S を0の Borel 部分集

合全体， m を(0,S)上の Lebesgue 測 度 と し，

H:A → S を

H(A)合(0,µ(A))

と定めれば， （e, S,m,H)はµの表現である．ロ

't/AEA 

表現は無数に存在する

ファジィ測度の表現は一意には定まらない． 一

般に， 表現は無数にある． 例 5.1.4 のµの場合，

式(2)は飢，m1”ゎ，m3を未知数とする方程式とみ

ることができ，これはmi �o \Iiという条件のも

とで一般に無数の解をもつ．したがって，µの表現

を与える測度mも無数にある．

また， 因子を水増しして， 例えば次のような表

現を構成することもできる．

［例5. 1. 7] 8' = { 8 A, e �'et, 8 f, e f, 8 ½, e �' 
釘，釘，8 I, 8 H, s'= 28 , H': A → S'が

H'(0)=の,

H' （｛叫）＝｛ Oi,0t,0 i, 0f, 0 f}， 

H' （は｝）＝｛ Oi,0t, 0J, 0多｝，

H' (X) = 8',

で与えられ， m'が

m' （｛ Oi,0 t, 0 }, 0 f, 0 f} ） ＝加＋ m1,

m' （｛ Oi,0 t, 0i, 0多｝）＝”h+”’ 

m '(8' ) = mo+m1 +r>ii+ms 

を満たす(8',S' ）上の測度とすると， （8',S',m',

H')は 5.1.4 のµの表現になる （図 5.4).

1992/2 

このように因子を水増しすればいくらでも異な

る表現が構成できる． しかし， 図 5.2 と 5.4 の

Venn図の形が同じであることからもわかるよう

83 



84 日本ファジィ学会誌

B'= H'( X) 

o i () 3 0 3 o ;

図5.4 水増しされた 0' と H'

に， 上のように水増しした8'による表現は，水増
しする前の表現と本質的には変らない． この 「本
質的に変らない」ということを数学的に表したも

のが， 次項で述べる 「同型性」である．

表現の同型性
次の定義に出てくる概念 「測度代数」と 「…に

よって生成される6—集合体」に関しては付録を参
照されたい．

［定雑 5. 1. 8] Rep1 = (€Ji, S 1，加，H1）とRep戸
（硲82 ,加，比 ）をファジィ測度空間( X, A ,µ)の表

現とする．表現(a,S“尻凡）に対して{H,(A) I A
EA}によって生成される＆の<1-部分集合体を

且と書き（付録の記号で表せば且＝<1({H,(A) I 
AEA})), m ,のH`·への制限m ,IH,·を再びm`·と書

くことにし，測度空間(a,Hi,mi)に対応する測度
代数を(H,(mふ如）で表すことにする． 測度代数

(H 1( mふ加）から(H2(mi), mi)への同型写像 T
が存在し，T 0 H 1＝比となるとき，R納とRゅ2は
同型であるという． またこのとき， TをRep1と

Rゆの間の同型写像と呼ぶ．

要するに，R納と Rゅ2が同型であるとは図 5.5 が
可換になることである．

例 5.1.4 の表現(B,S,m,H)と例 5.1.7 の水増

しした表現(B ', S' ,m', H' ）は，

m ({Bi。}） ＝ m'({()A, 8 �}) 
m < { 8 1 }) = m, ({ () t, () f'en) 
m({()�}) = m'({ 8  ½, e多｝）
m({()�})= m'({()i,8 弓，8 g, 0 ;}） 

のとき， 同型である．
表現の定義からわかるように，µの表現には H

(A)の形の部分集合の測度だけが必要であり， 他
の部分集合の測度は必要でない．例えば，5.1. 7 で
は集合{()i, 8 t}の測度は µの表現には使われな
い．したがって，µの表現には，測度空間 (B, S,m) 
は必ずしも必要ではなく， H によって生成される

(B, H,m)で十分なのである．
別の言い方をすると， 我々は属性の世界eを直

接に楓察・認識するのではなく， 見かけの世界 X
から H を通して間接的に観察・認識する． 従っ
て， 任意の AEA について 8EH(A)⇔()'EH
(A)，すなわち，つねに全く同じ集合に現れる因子
0と()'は区別できない， もしくは区別しなくてよ
い． 例えば，5.1. 7 の釘と()3は区別されない．

また，H可測でも，測度が零の部分集合（これを
零集合という ）は存在しないのと同じであり，無視

T
 、̀＇’g

 
Hz

 Hi
\A
1
〗

L

\
 

Hi
 

図5.5 表現の同型性
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できる． よって， AキB でも，m(A△B) = Oな

らば両者の違い A△B は無視できる，すなわち，
A と B は同一視できる． そこで測度 空間( e,H,

m)から零集合を取り除いて同一視できるもの同

士を まとめてエッセンスだけにしたもの 一測度代

数(H(m), m)ーによって，同等性をみるのであ

る．
ただ，ここで注意しておかねばならないのは，

互いに同型な表現どうしを同一視しても，「一般に
ファジィ測度は無限に多くの表現をもっ」 という
ことである． これは，前項で示したように，方程
式 (2)が不定であることから 明らかであろう．

“―

表現の普遍枠
この項で述べるのは次の事柄である． どんな可

測 空間( X, A)に対しても，ある枠(Bx,Sx, Hx)が

存在し，次の条件を満たす．「（ X, A)上の任意のフ

アジィ測度µと µの任意の表現Rep=(B, S,m,

H)に対して，（0x,sx)上の測度mRePが存在し，

(Bx, Sx, mReP, Hx)がRゆと同型な表現になる」．
このことと命題5.1.6から，「（ X,A)上の任意の

ファジィ測度µに対して，（ Bx,Sx)上の測度m
が存在し，（Bx,Sx, m,Hx)が µの表現になる」こ
ともいえる．

まず，枠(Bx,Sx, Hx)を定義しよう．

［定義5. 1. 9] ( X, A)を可測 空間とする． （ X,A)

のセミフィルタ ーとは，次の 3 条件を満たす A の
部分族0のことである．

(SF 1) の句，
(SF 2) XE8, 
(SF3) AEO & AcBE A⇒BE B 

例えば， ｛AEAIA=I=-O }や{ X}は，（ X, A)のセミ

フィルタ ーである．

［定義5. 1. 1 D] ( X,A)を可測 空間とする．（ X,A)
のセミフィルタ ー 全体の集合を Bx, 写像 Hx:A
→ 2 0xを

Hx(A)合{8E 0xlAE8} 't/AE A  ( 3) 

と定め，Sxを{Hx(A)I AEA}から生成される<5-
集合体とする． このとき 3 つ組(Bx,Sx, Hx)を
( X,A)の普遍枠と呼ぶなお，明らかにHxは A か
ら Sxへの表現写像である．

例えば， X＝ ｛ふ必｝， A＝ がのとき，（X,A)の普
逼枠は次のようにして得られる．

釦＝ ｛O。，a, 029 0J 

ただし，

炉｛｛叫，｛叫，X},

炉｛｛叫，X},

炉｛｛叫，X},
03 = ｛X}．

また，
Hx（ の ）＝ 0,
Hx( ｛叫 ）＝ ｛0。，0ふ
Hx( ｛叫 ）＝ ｛o。，ぁ｝，
Hx( X) = Bx. 

であり，Sx = zexである． なお，
5.1.4 の枠と同じである．

この普逼枠は例

［命題5. 1. 11] ( .X:,A ,µ)を任意のファジィ測度

空間とする． µの任意の表現Rep, =( e, S, m,H) 

に対して，（ @ x,Sx)上の測度mRePが存在して，
（ ②,Sx, mReP, Hx)はRepと同型な表現になる．
証明（ 詳細は文献 [2] を参照されたい ）．

Rep =( @, S,m,H)をµの表現とする． 各OE @
に対して，

て (O)合{AEA I 8EH (A) } ( 4) 

と定めると，て (O)はセミフィルタ ー になる． ま

ず，これを示そう． H( 0)＝ のなので，
のEl=-r(8).

H( X)=@なので，

XE -r(8). 
AcB⇒H(A)cH( B)なので，

AE -r(8) & AcB⇒BE 遁 ）．

1992/2 85 
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したがって定義 5.1.9 より，て (8)はセミフィルタ
ーである．

以上から， て は 0からexへの写像と見なせる．

そして， て ― 1
0 Hx=H となっている． ここで，

て →は

て ―l(E)合{8E8|-,:(8)EE}'v EESx 

で定 まる写像 て ―
1: Sx→ S である． そこで，

· mRep(E)合m（て ―
1(E))'v EESx

とおけば， mRePは(ex,Sx)上の測度であり，

mRep (Hx (A)) = m（で （Hx(A)))

=m(H (A)) 

=µ(A) 

なので，（Bx,Sx, mReP, Hx)はµの表現になって
いる． また， 同型写像T : (Sx (mRep ), mReP)→(S 

(m) , m) は， T 合て ー 1で与えられる． ロ

DS 理論の場合
この節の最後に， Dempster-Shafer 理論におけ

る bel 関数 Bel と pl 関数 Pl の表現について述べ
よう． まず， 基本確率割当 m が， bel 関数と pl 関
数の表現を構成することを示す．

0 を有限集合， Bel を 0 上の bel 関 数， m を
Bel の基本確率割当， Pl を m によって生成され

［系 5.1.12] 可測 空間(X,A)上の任意のファジ る pl 関数とする． 以前に指摘したように Bel と
ィ測度µに対して， （釦，Sx)上の測度m が存在 Pl は （0,A)（ただし， A=2 °)上のファジィ測度
して， （釦，Sx,m,Hx)がµの表現となる． である．e合炉， S 合2 0とおき，（e,s )上の測度

Mを

上の命題と命題 5.1.6 より， 次の系が導かれる．

普遍枠の解釈
表現の解釈のところで使った属性の因子（ある

いは特徴 または様相 ）という概念を用いて普逼枠
を解釈してみよう． （e,S,m,H )をµの表現とす
る．

まず て （ O）＝て (()' ）のとき， 0と O 'は同一視でき

る， すなわち， これらは区別する必要がない． こ

のことは， 「て (O) ＝て (O' ）」 が， 「'vAEA 0EH 

(A)⇔ 8'EH(A)」と同値であることに注意す
れば， 表現の同型性のところでの説明から明らか
であろう．そしてこのことから，各因子 0は9 ()を
因子としてもつ部分集合全体からなるセミフィル
タ ー '( (())＝ ｛AEAI()EH(A)｝と同一視できる．
以上から， 因子はあるセミフィルタ ーと同一視で
きることがわかる．

因子に仮定した条件(F 1-3)とセミフィルター
の条件(FS 1-3)の対応に注意すれば， 逆に， （X,

86 

A)の任意のセミフィルタ ー 0に対して，このセミ

フィルタ ー 0に属する部分集合 A だけが共通し
てもつ因子の存在を想定し得る．＿つ まり， 任意の
セミフィルターはある因子と同一視できる．

以上から， ファジィ測度の表現に用いる因子と
しては(X,A)のセミフィルタ ーが必要かつ十分な

こと，すなわち表現に使う集合としては Bxが必要

かつ十分なことがわかる． また， このとき表現写

像を (3) 式のように定めればよいのは，セミフィル

ター 0と， 0に属する部分集合だけが共通にもつ
因子とを同一視することから明らかだろう．

M(E) 唸盈�m(A) 'VEES

と定める． Hsel: A → S を
Hsel(A) 合 {BEAIBcA} VAEA, 

HPl: A → S を
HPl(A) 合 {BEAIBnAキ0} VAEA 

と定めれば， これらはともに表現写像となり，
(€), S,M,Hsel )と <e, s,M,HPl )はそれぞれ Bel と
Pl の表現になる． 実際，

M(Hsel(A)) = M({BEAIBcA}) 

= � m(B) 
BCA 

=Bel(A), 

M(Hpz(A)) = M({BEAIBnAキ0}) 

= � m(B) 
BnA*O 

=Pl(A). 
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M と m は一対ー に対応 し て い る の で同 一視で き

る ． 従 っ て ， 基本確率割 当 m は bel 関数 Bel と pl
関数 Pl の表現 と 言 っ て も よ い だ ろ う ．

さ て ， す ぐ わ か る よ う に， bel 関数の表現写像

HBe［は n -準同 型写像

Hsel (A n B) = Hsel (A) n Hsel (B) 
で あ り ， pl 関数の表現写像 HPlは U —準同型 写像

Hp1 (A U B) = Hp1 (A) U HP1 (B) 
であ る ． こ の逆 も 言 え る ． す な わ ち ， （X，竺 µ) を

フ ァ ジ ィ 測度空間， （ e, S,m,H) を そ の表現， X は

有 限集合， m ( B) =l と す る と き ， H がn —準同型

写像な ら ば µ は bel 関 数であ り ， H が U ー準同型

写像 な ら ば µ は pl 関数であ る ．

5 .  2 .  Choquet 積分の表現

(e, S,m,H) を フ ァ ジ ィ 測 度 空 間 (X,A,µ) の表

現 と す る と き ， X 上 の 可測 関 数 f の µ に 関 す る

Choquet 積分 は， e上の あ る 可測 関 数 n (f） の m
に関す る Lebesgue 積分で表 さ れ る ．

(C) jf dµ = /11 (f） dm 

本節では， こ の こ と に つ い て議論す る ．

表現定理

可測空間(X,A)上の非負 可測関数の 全体か ら な

る 集合 を F (X,A) と 書 く こ と に す る ．

［定義 5 . 2 .  1] (X,A) と (e, S) を 可測空間， H:

A → S を 部分集合に関す る 表現写像 と す る ． こ の

と き ， /E F (X,A) に対 し て 次式

1J (f) （ O) 合 sup{ r I fJE H  ({x I/ (x) > r} ) } 
V oE e  

で定 ま る が (f) を 対応 さ せ る 写像 11 : F (X,A) → 

F(e, S) を ， H に よ っ て 導か れ る （関数に関す る ）

表現写像 と 呼ぶ．

表現写像 17(f) は

1'/ (f) (8) = sup A : (JEH(A) inf ZEA f (x) (5)

と も 表 さ れ る . 11 ( 1  A) = 1 H (A) な の で， 7 は H の

1992/2 

拡張 と 見 なせ る ． 一般 に fE F (X,A) は

/ = sup rE [ o , oo] r · 1 {x l/ {x) > r} 
と 書 き 表せ， こ の と き

1/ (J) = sup rE [ O . oo] r · 1 H ({xl/(x) > r}) 
と な っ て い る ．

［定理 5 . 2 .  2] (X,A,µ) を フ ァ ジ ィ 測 度 空 間，

(€>, S,m,H) を そ の 表現 と す る ． こ の と き ， 任意の

\;//E F (X,A) につ い て 次式が成立す る ．

(C} jf dµ = fT/ (f） dm. 

表現の具体例

［例 5 . 2 . 3] （作業員， 例 5.1.4 の 続 き ） ［1] .  
あ る 日 ， 作業員 X1 と 石 が始業時間か ら そ れぞれ

f （ふ） 時間， f （石） 時間働 い た と す る ． 前 回示 し た よ

う に ， こ の 日 に 生産 さ れた製品の総数は， f の µ

に よ る Choquet 積分 (C) ff dµ で表 さ れ る ．

こ の と き ， 各因子 0。, a, 029 03が何時間ぷん利 い

て く る か を 考 え よ う ． 81 は ふ 独 自 の 因 子 な の で

f（ふ） 時間利 い て い る と 見 る こ と がで き る ． 同様に

あ は f （石） 時 間 で あ る ． 島 は 石 と 石 の ど ち ら に も

現れ る 因 子 な の で， ふ と 石の う ち の 少 な く と も 一

方が働 い て い れば利 い て く る ． し たがっ て ， 島 に対

応す る 時間 は max{/ (x1 ) , / （叫 ｝ で あ る ． 03 は 石

と か の協力 の 因 子 な の で， ふ と 均が一緒 に働 い て

い な い と 利 い て こ な い ． 従 っ て ， 03 に対応す る 時間

は min{/ （ふ ） ， f （叫 ｝ で あ る ． 一方， 7 の 定義か ら

T/ (f) （ O。) ＝max{/ (xふf （Xz) }, 

” (f） （81 ) =/ （ふ ） ，

7 (f) （ あ） ＝f （Xz) '

” (f） （Oa) = min{/ （ふ ） ，f （Xz) }, 

で あ る ． よ っ て， X 上の 関数 f に対応 し て ， 各因

子 0 が値 T/ (f） （O) だけ利 い て い る こ と がわ か る ．

実 は 5. 2 .1 の T/ の 定義式や そ の あ と の 式 (5) も ，

上の 説明 と 同 じ よ う に 因 子 0 の 利 き 方 を 示 し て

い る ． そ こ で少 し脱線 し て， 一般の場合 を 考 え よ

ぅ ． I に対応 し て 因 子 0 が利 い て く る 値が r 以上

であ る た め に は， 因 子 0 を も つ集合 AE A があ っ

て， f が A 上で r 以上の値 を と る こ と が必要かつ
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十分であろう． このことを式に表すと

f7 (f） （8) > r  

⇔ sup A :  eeH CA> inf xeA f (x) > r 

となる． そして， これは式 (5) と同値なのである．

作業員の例に戻り ，f （ふ） 三f （石）として，この 7
(f）を m で積分してみよう． 下の様に f のµに関

する Choquet 積分に等しいことがわかる．

f7 (f） dm 

= 1/ (f) （O。) • m ( { �。 } ）

+ n (f) （81) · m （像｝）

+ n (f) （船 ・ m ({ 82 } )
+ 11 (f） （O3） ・ m （国 ）

= t （石） ・ 加＋t （ふ） ・m1

+t （沿 如＋t （X1 )• m

= t （ふ） ・ （叫＋m1 + 1ni＋ 叫

+ [J(石)-f （ふ）］ ・ （叫＋mi)

= t （ふ） ・µ.(X)

+ [J(石)-f （ふ）］ ・µ(｛叫 ）

= (C ) f I dµ. 

” (/） 
8
 

[O , oo] 

＼/
x (f）

Bx 

図 5 . 6 普逼枠の場合

88 

普遍枠の場合

次の命題は て の定義式 (4）と定義 5 . 2 . 1 の n の
定義から明らかであろう．

［命題5 . 2 .  4 ] (X,A)を可測空間， （e, s,H)を

その任意の枠， （Bx, Sx, Hx) をその普逼枠，n と 1'/

xをそれぞれ H と Hxによって導かれる， 関数に

関する表現写像とする． X 上の任意の非負可測関

数I に対して， 次式が成立する ：

n (J） （8) = 1'/X (J） （て (O) ） V OE 8 

上定理は図 5 . 6 が可換であることをいっている．
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付 録

測度代数につ いて

以下に出てくる Boole 束については， 数学辞典

等を参照されたい．

束 S の任意の空でない可算部分集合 T が上限

と下限の両方をもつとき， S は 6—完備であるとい

ぅ ． 可算集合{a,,} C S の上限および下限をそれぞ

れ

co co 

V an, I\ an 
n .. 1  n = l  
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で表す．

(S, V, A ,  c, 0 ,  I) が 6
—完備な Boole 束で，

m .  • s → [O ,  oo] が，

m(a) = O ⇔ a = O , 

ai l\ a;= O for iキj

⇒ m（玄 吋＝� m(a,)
i ..  1 

を 満たす と き ， 組(S, m) を 測度代数 と い う ．

(S1 9 加） と （�, 加） を 測度代数 と す る ．

T : S1→ ＆が

T(9l ai)＝玄 T(a,)

T (ac) = T (a) c 

V ｛伽｝ CS1 ,

'r:f aESi,  

m1 (a) ＝ 加(T(a)) VaES1 

を満たす と き ， T を （測度代数） 同型写像 と い う ．

(e, S,m) を 測度空間 と す る ． A,B E S に対 し て

A -B 今 m(A △ B) = O

と 定義すれば， ー は S 上の 同値関係 に な る ．

S(m) 合 S/- = { [A] I AE S} （ただ し， ［A] は

A の同値類{B E S I A-B }） と ぉき ，

m([A] ) 合 ． m(A) · 'vAE S

と すれば， （S(m) , m) は測度代数に な る ． こ れを

(e, S,m) に対応す る 測度代数 と い う ．

、 1 992/2

••• に よ っ て生成 さ れ る q—集合体

{Aれ E A} を X 上の 6
— 集合体か ら な る 族 と

す る と き ， n {AA I 1 e A} < = n ,\ EA AA) も 6-集合

体 と な る ． し たがっ て ， CCが と す る と き ，

q(C) 合 n {A I A は X 上の 6
—集合体， CcA}

で定 ま る q(C) は X 上の ←集合体であ る ． そ し

て， C を含む q
—集合体の 中で最小であ る ． す な わ

ち， A が X 上の qー集合体で CcA な ら ば， •q(C)

CA と な る ． こ の q(C) を C に よ っ て生成 さ れる

q—集合体 と いう ．，

例 え ば， X = { a, b, c,d} , C = { { a}, { a, b } ｝ と す

る と き ， <f(C) = { 0 ,  { a}, { b } ,  { c, d} ,  { a, b }, { a, c, 

d}, { b, c, d},  X}であ る ． 1
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